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Kapitel

Ubertragungsfunktion

3.1 Einfiihrung

Das Konzept der Ubertragungsfunktion erlaubt eine prignante Darstellung des Zusammen-
hangs zwischen der Eingangs- und der AusgangsgroBe eines linearen zeitinvarianten Uber-
tragungssystems. Dieses Konzept spielt eine fundamentale Rolle in der Systemtheorie und
beim Regelkreisentwurf. Wir benutzen zur Einfithrung dieses Begriffes eine Integraltrans-
Jformation (die Laplace-Transformation) und beschreiben die Verhiltnisse im so genannten
Bildbereich, auch Frequenzbereich genannt, der komplexen Variablen s.

Wir gehen davon aus, dass das Modell eines linearen zeitinvarianten Systems in der tiblichen
Zustandsform vorliegt:
dx

E:Ax—l—bu y=clx+du.

Wir nehmen an, dass der Anfangszustand xo zum Anfangszeitpunkt t; = 0 gleich null
ist x(0) = x¢ = 0. Die Anwendung der Laplace-Transformation nach (2.25) auf obige
Relationen ergibt unter Beachtung von (2.26) und (2.27) unmittelbar

sx(s) = Ax(s) + bu(s)  und y(s) = c'x(s) + du(s).

Das Ziel ist, eine Beziehung zwischen y(s) und u(s) zu ermitteln. Nach Sortieren der
Beitriige in der ersten Gleichung

(sE — A)x(s) = bu(s)
kann nach x(s) aufgelost werden:
x(s) = (sE — A)” " bu(s). 3.1

Durch Einsetzen von (3.1) in die transformierte Ausgangsgleichung ergibt sich folgende
algebraische Beziehung zwischen y und « im Bildbereich:

y(s) =[cT (SE—A) " 'b+d u(s). (32)
Man erkennt deutlich, dass unabhdingig von der Wahl der EingangsgroBe u(t) das Verhiltnis

»Ausgangs- zu Eingangsgrofe im Bildbereich (!), ndmlich y(s)/u(s), immer dasselbe
ist.! Dieses Verhiltnis nennt man die Ubertragungsfunktion G(s) des betrachteten Systems:

G(s) := ZEZ; koo =c' (SE—A) "'b+d. (3.3)

' Dies ist im Zeitbereich nur fiir bestimmte Eingangsfunktionen Ue&?, so genannte Eigenfunktionen, gegeben!
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Mit Hilfe obiger Beziehung kann man bei vorliegender Zustandsbeschreibung [A, b, ¢,d]
die zugehorige Ubertragungsfunktion berechnen. Wesentlich ist, dass die Ubertragungs-
funktion eines Systems eine Invariante ist. Das bedeutet, sie dndert sich nicht durch eine
(konstante) regulire Zustandstransformation! Dieser Umstand erleichtert die rechnerische
Ermittlung der Ubertragungsfunktion.

Die Ubertragungsfunktion kann mit Hilfe der Laplace-Transformierten der Gewichtsfunk-
tion
g(t) = c"@(t)b

ermittelt werden. Es gilt offensichtlich
L{gt)}=c" (SE-A)"'b

und damit erhalten wir:

G(s)=L{g(t)} +d. (3.4)

Wir halten fest: Die Linearitit und die Zeitinvarianz des mathematischen Modells stel-
len eine essentielle Voraussetzung fiir die Verwendung der Laplace-Transformation dar.
Sie ermoglichen die einfache Transformation in den Bildbereich und einfach strukturierte
Konzepte und Ergebnisse!

3.2 Ermittlung der Systemantwort

Das eingefiihrte Konzept kann natiirlich benutzt werden, um die Antwort y(t) eines Systems
mit der Ubertragungsfunktion G/(s) auf eine vorgegebene Eingangsfunktion u(t) explizit
zu berechnen.

Prinzipiell ist der Weg hierfiir folgender: Man unterwirft zunichst die Eingangsfunktion
u(t) der Laplace-Transformation und berechnet die zugehorige Transformierte wu(s). An-
schlieBend wird das Produkt y(s) = G(s)u(s) ineine Summe von ,.elementaren Beitrigen
zerlegt. Hierbei achtet man darauf, dass Ausdriicke entstehen, deren Riicktransformation in
den Zeitbereich, z.B. mit Hilfe von Tabellen, einfach ist. Dieses Vorgehen lduft in den meis-
ten praktischen Fillen auf die Partialbruchzerlegung einer gebrochen rationalen Funktion
in s hinaus.

Es soll an dieser Stelle festgehalten werden, dass durch eine leichte Modifikation der er-
zielten Ergebnisse der Fall, in dem der Anfangszustand nichttrivial ist, also x¢ # 0 gilt,
einfach zu behandeln ist. Man braucht nur zu beachten, dass der Differentialquotient dx /dt
aufgrund der Differentiationsregel die Laplace-Transformierte sx(s) — xq besitzt. Damit
ergibt sich unmittelbar in Analogie zu obiger Eingangs-Ausgangs-Relation (3.2) die allge-
meine Beziehung

y(s) = (sE— A)"'xq + G(s)u(s). (3.5)

Wie erwartet, erhalten wir aufgrund der Linearitit des Systems einen zusitzlichen additiven
Beitrag, der den Einfluss des Anfangszustandes beriicksichtigt.
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3.3 Struktur der Ubertragungsfunktion

Wir wollen nun die Struktur der Ubertragungsfunktion nach (3.3) durchleuchten. Im vorlie-
genden Fall handelt es sich um eine gebrochen rationale Funktion der komplexen Variablen
s. Diese kann als Quotient zweier Polynome p(s) und v(s) dargestellt werden:

G(s)=c"(SE—A) 'b+d= % (3.6)

Diesen Umstand erkennt man anhand des Bildungsgesetzes der so genannten Resolventen
A=(GE—-A)"L

A ist eine (quadratische) (n, n)-Matrix, deren Elemente gebrochen rationale Funktionen
in s sind. Die Elemente sind also Quotienten von Polynomen, wobei deren Zihlergrad
prinzipiell kleiner als die Ordnung des Systems n ist. Der kleinste gemeinsame Nenner
aller auftretenden Nennerpolynome ist das charakteristische Polynom det(sE — A).

Bei der Anwendung der Definitionsgleichung (3.3) ergibt sich die Ubertragungsfunktion
G(s) zundchst als Quotient zweier Polynome in s:

_ 0(s)
(%) = JetE — A)’

wobei das Bildungsgesetz fiir das Zdhlerpolynom 6(s) im Moment nicht interessiert. Falls
diese Polynome keine gemeinsamen Nullstellen haben?, so weist G(s) ein Nennerpolynom
vom Grad n auf, das identisch mit dem charakteristischen Polynom ist. Anderenfalls heben
sich gemeinsame Faktoren heraus, was natiirlich zu einer Gradreduktion des Nennerpoly-
noms und damit der Ordnung der Ubertragungsfunktion fiihrt! Dieser formalen Kiirzung
kommt eine inhaltliche Bedeutung zu, und sie kann vom sytemtheoretischen Blickpunkt aus
betrachtet mit Hilfe der Begriffe Steuerbarkeit bzw. Beobachtbarkeit (vgl. hierzu Kap. 5)
interpretiert werden!

Mit diesen Erkenntnissen kénnen wir die Ubertragungsfunktion
als Quotient zweier koprimer Polynome 1(s) und v(s) folgendermaRen klassifizieren:

* d # 0bedeutet, genau dann besitzen die Polynome x(s) und v(s) den gleichen Grad;
es gilt
Grad 4t = Grad v < n.
* d = 0 bedeutet, genau dann erfiillen die Polynome 1(s) und v(s) die Ungleichung

Grad u < Grad v < n.

2 Man nennt sie dann teilerfremd* oder ,koprim*.
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3.4 Pole und Nullstellen der
Ubertragungsfunktion

Das Zihler- bzw. das Nennerpolynom priigen die Ubertragungsfunktion und legen das
Verhalten des Systems fest. Gewisse relevante Eigenschaften des zeitlichen Verhaltens eines
Systems konnen mit Hilfe der so genannten Pole bzw. Nullstellen der Ubertragungsfunktion
G(s) nach (3.7) erklirt werden. Sie werden folgendermaBen definiert:

* Eine (i.A. komplexe) endliche Zahl 7 nennt man einen Pol von G(s), wenn v () = 0,
d.h. 1/G(n) = 0 gilt. Falls p(n) = 0, dh. G(n) = 0 gilt, so nennt man 7 eine
Nullstelle von G(s).

Unter Heranziehen der Pole o; und der Nullstellen 3; kann die Ubertragungsfunktion in
faktorisierter Form:

m

[1(s = 5)

G(s) = KL, mit m < | <n und K reell, konstant (3.8)

dargestellt werden. Prinzipiell ist die Anzahl m der Nullstellen kleiner gleich der Anzahl [
der Polstellen.

3.5 Rechnen mit Ubertragungsfunktionen

Man mag sich zunédchst wundern, warum Systeme im Bildbereich beschrieben werden
sollen, wenn die Beschreibung mit Hilfe von Zustandsmodellen im Zeitbereich umfassender
ist, da diese das ,,Innere* des Systems erfassen. Die Begriindung liegt schlicht darin, dass
manche praxisrelevanten Resultate der System- und Regelungstechnik durch Benutzung des
Konzeptes der Ubertragungsfunktion kompakt und anwenderfreundlich prisentiert werden
konnen.

Dieser Vorteil wird bei der Untersuchung von Anordnungen, die durch eine riickwirkungs-
freie Koppelung von zwei (linearen und zeitinvarianten) Systemen mit den Ubertragungs-
funktionen

Gl(s) _ MI(S) und GQ(S) _ :U’Q(s)

1/2(8)

entstehen, einsichtig.

Hierzu betrachten wir drei Grundformen, ndmlich die Serien-, die Parallel- bzw. die riick-
gekoppelte Struktur und bezeichnen die Ubertragungsfunktion des neu entstandenen Ge-
samtsystems jeweils mit G(s).
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3.5.1 Serienstruktur

Bei der Serienstruktur (vgl. Abb. 3.1) ist die Eingangsgrofle des zweiten Systems identisch
mit der Ausgangsgrofie des ersten Systems.

u,7u G,(s) AL G,(s) =y

Abbildung 3.1: Serienstruktur

Damit ergibt sich G (s) durch Multiplikation der einzelnen Ubertragungsfunktionen zu
G(s) = Gi(s)Ga(s)
bzw. unter Benutzung der auftretenden Polynome

o) 1(s)als)
v1(s)va(s)
Man erkennt leicht, Pole bzw. Nullstellen von G(s) sind zwangsldiufig auch Pole bzw.
Nullstellen von G (s) oder von G2 (s). Abgesehen von gekiirzten Faktoren, d.h. falls ge-

wisse Pole des einen Systems identisch sind mit Nullstellen des anderen, bleibt die Pol-
Nullstellen-Konfiguration unveréndert!

3.5.2 Parallelstruktur

Bei der Parallelstruktur (vgl. Abb. 3.2) entsteht die AusgangsgroBe der gesamten Anord-
nung durch Summation der Ausgangsgroflen der beiden Systeme.

A

G ()|

Gy(s) |2

A 4

Abbildung 3.2: Parallelstruktur

Die EingangsgroBe ist bei beiden Systemen die gleiche. In Analogie ergibt sich die re-
sultierende Ubertragungsfunktion durch die Summation der zwei Ubertragungsfunktionen
zu

G(S) = Gl(S) + GQ(S)

bzw. unter Verwendung der eingefiihrten Polynome zu

_ pa(s)ra(s) + pa(s)ra(s)
Gls) = v1(8)va(s) ’
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Auch jetzt entsprechen allen Polen von G(s) — abgesehen von gekiirzten Polen — Pole von
G1(s) oder von G(s). Das bedeutet, dass auch durch diese Struktur kein Pol von G(s)
einen neuen Wert in der komplexen s-Ebene annehmen kann! Fiir die Nullstellen von G(s)
ergeben sich allerdings andere Werte, es sei denn, dass gewisse Nullstellen bei beiden (!)
Systemen gleich sind.

3.5.3 Ruckgekoppelte Struktur

Die Riickkopplungsstruktur (vgl. Abb. 3.3) spielt eine fundamentale Rolle beim Entwurf
von Regelkreisen.

—{ Gy (o) P

U,

G (s)

Abbildung 3.3: Ruckgekoppelte Struktur

Nach einigen in der Abb. 3.3 unmittelbar nachvollziehbaren Umrechnungen erhalten wir
fiir die gesuchte Ubertragungsfunktion die Relation
_ Ga(s)

14+ G1(s)Ga(s)’
Die (miihevolle und uniibersichtliche) Beschreibung des Gesamtsystems in Zustandsform
zeigt eindrucksvoll den Vorteil der Betrachtung im Bildbereich.

G(s)

Beschreibt man nun G(s) mit Hilfe der Zihler- bzw. Nennerpolynome der betrachteten
Systeme, so ergibt sich folgende Berechnungsvorschrift:

Gls) = pi(s)va(s) .
p1(s)p2(s) + vi(s)ra(s)
Wesentlich ist hierbei die Erkenntnis, dass erst durch eine Riickkopplung das Nennerpo-
lynom, d.h. die Lage der Pole der Ubertragungsfunktion G(s), gezielt beeinflusst werden
kann! Man braucht dazu nur die Ubertragungsfunktion G5 des zweiten Systems als freien
Parameter zu betrachten.

In diesem Zusammenhang fiihrt man die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises ein.
Dieser entsteht durch ein fiktives ,,Auftrennen‘ des Riickkopplungszweiges (vgl. Abb.3.4).
Wir erhalten dadurch ein System mit der Ubertragungsfunktion

L(s) = G1(s)Ga(s). 3.9)

Es wird sich spiter zeigen (vgl. Kap. 13), dass manche Wiinsche an das Verhalten des Ge-
samtsystems (!) mit Hilfe von L(s) einfach und prignant formuliert werden kénnen. Hierbei
werden wir insbesondere den so genannten Standardregelkreis nach Abb. 3.5 betrachten.



3.5 Rechnen mit Ubertragungsfunktionen

u u =
) 1 GI(S) yl y >
V> U,
Gy()
Abbildung 3.4: Aufgetrennte Riickkopplung
r u
=0 R(s) [ PO) e

.

Abbildung 3.5: Standardregelkreis

Er entsteht durch Riickkopplung der Ausgangsgrofie zweier in Serie geschalteter Systeme
mit den Ubertragungsfunktionen R(s) und P(s). Hierbei stellt R(s) einen , freien Parame-
ter dar, der geeignet gewihlt werden soll, um dem entstandenen Gesamtsystem gewisse
Eigenschaften zu verleihen. Letzteres besitzt die Ubertragungsfunktion

R(s)P(s)
T(s) = —=—~——- 3.10
&)= T REP() (3-10)
Durch Verwendung der Ubertragungsfunktion des offenen Kreises mit der Abkiirzung (3.9)

erhalten wir aus (3.10)

_ L)

3.5.4 Beispiele

Beispiel ,RC-Netzwerk” (Fortsetzung): Wir betrachten das in Kap. 1 entwickelte
Modell und wihlen fiir die Systemparameter 77, 7o und p folgende Werte:

1 3 nd 1
-, = — U = —.
30Ty P=3

T =

Damit erhalten wir das ,,Zahlenmodell

dx -3 3 0
dt(% —2)"*(%)“'

Als AusgangsgroBe y betrachten wir nun die Spannung am Kondensator C';, d.h. die Zu-
standsvariable z;. Damit gilt
y=(1 0)x

Gesucht ist die Ubertragungsfunktion G(s) des Systems.
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Die Ubertragungsfunktion lisst sich anhand der Beziehung (3.3) berechnen:

o= () (1)

Die Resolvente der Systemmatrix wurde in Kap. 2 bei der Berechnung der Transitionsmatrix
ermittelt; sie lautet

—1 s+2 3
( s+3 -3 ) B ( s+ (s+4)  (s+1)(s+4) )
_2 B 3 s+3 ’
3 s+2 GIDGF)  GFD(sFa)
Damit erhalten wir die Ubertragungsfunktion

s+2 3
s+1)(s+4 s+1)(s+4
(10)<<+>(+> <+><+>><
3 s+3

GIDGHD  GHD(s+D)

)

o

o

G(s)

Wk O
v

Wik O©

+2 3
= ( (s+f)(s+4) (s+1)(s+4) )(
bzw.
4

Gls) = (s+1)(s+4)

Beispiel (,linearer Oszillator”): Die Gewichtsfunktion des Oszillators nach (2.24)
lautet fiir wg = 1

g(t) =sint
Die zugehorige Ubertragungsfunktion wird mit Hilfe der Relation (3.4) unter Beriicksich-

tigung von d = 0 berechnet:

1

G(s) = L{sint} = .

@3.11)

Gesucht ist die so genannte Sprungantwort des Systems, das ist die Antwort y(t) auf die
konstante Eingangsgrofie

u(t) =o(t) =1 firt >0, (3.12)
wenn der Anfangszustand des Systems gleich null ist.

Es gilt im Bildbereich

bzw. mit (3.11), (3.12) und (2.36)

y(s) = ! !

——L{o(t)} = 55—
s2+1 {o®)} (s24+1) s
Die Partialbruchzerlegung dieses Ausdrucks ergibt folgende Beitrige:
1 1 k k k
y(s) = =+

$2+1s s+j  s—j s
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Die Konstanten? ki, kyund k3 ergeben sich aufgrund von

ki = 2+ %(5+j) furs = —j
ky = Fgi(s—j)  firs=+j
ks = 821“%3 fir s =0,

zu
ki =—-05 ko=-05 ks=1.

Unter Beachtung der Relation (2.36) ergibt sich fiir die Sprungantwort
y(t) = —0.5e 77 — 0.5¢7" + 1
bzw. in der tiblichen reellen Schreibweise

y(t) = —cost + 1.

3.6 Eigenfunktionen
3.6.1 Einfuhrung

Eigenfunktionen sind spezielle zeitliche Verldufe der EingangsgroBe u(t) eines linearen
und zeitinvarianten Systems der Form

d

d—’t‘ — Ax + bu y = cTx + du. (3.13)
Sie ermoglichen eine anschauliche Interpretation der Begriffe Ubertragungsfunktion und
deren Pol- bzw. Nullstellen. Daraus resultiert auch eine Deutung des Begriffes Frequenz-
gang. Kennzeichnend fiir die nachfolgenden Ausfithrungen ist die Tatsache, dass aus-
schlieBlich Betrachtungen im Zeitbereich durchgefiihrt werden!

3.6.2 Besondere EingangsgrofRen (Eigenfunktionen)

Wir konzentrieren uns auf das obige Zustandsmodell mit v und y als skalare Eingangs-
bzw. skalare AusgangsgroBe und dem n-dimensionalen Zustandsvektor x(¢). Wir nehmen
hierbei bewusst an, dass der Anfangszeitpunkt ¢y verschieden von null ist, und bezeichnen
den Anfangszustand x(t() mit xo. Wir wollen den Zustand x(t) bzw. die Ausgangsgrofe
y(t) fiir eine spezielle Klasse von Eingangsgrofen:

u(t) = Uet' (3.14)

ermitteln. Es ist bemerkenswert, dass die bei dem Bildungsgesetz der Eingangsgrofie auftre-
tenden (skalaren) Konstanten U und ¢ komplexwertig (!) sein konnen. Dadurch beinhaltet

3 Man beachte, dass die Konstanten k7 und k2 konjugiert komplex sind!
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die Klasse u(t) eine Fiille praxisrelevanter Funktionen, wie ,, Konstanten®, ,JExponential-
funktionen* und insbesondere ,,harmonische Funktionen®, also Sinus- bzw. Cosinusver-
ldufe!

Die gesuchte Losung der Zustands-Differentialgleichung wird ausgedriickt durch zwei
additiv zusammenhingende Anteile: die homogene Losung Xp,om (t) und die inhomogene
Losung Xinn (t)

X(t) = Xhom(t) + Xinh (t)

Die homogene Losung wird (vgl. Kap. 2) mit Hilfe der Transitionsmatrix dargestellt; sie
lautet

A
Xhorn(t) =€ tna

wobei 7 ein konstanter Vektor ist.

Um die inhomogene Losung zu ermitteln, gehen wir davon aus, dass sie die gleiche (!)

zeitliche Abhiéngigkeit wie die Eingangsfunktion (3.14) aufweist. Daher machen wir einen
Ansatz in der Form

Xinh (t) = 'Ye&tv

wobei ~ ein konstanter, noch zu bestimmender Vektor ist. Hierzu setzt man obigen Ansatz
in die zu erfiillende Differentialgleichung nach (3.13) ein und erhilt

Evett = Avyest + bUe.

Nach Kiirzung der Exponentialfunktion et und Sortierung der auftretenden Ausdriicke
erhalten wir eine lineare Beziehung fiir den unbekannten Vektor -y:

(¢E — A)y = bU.

Falls die Matrix (€E — A) regulir ist, d.h. die Konstante £ keinen Eigenwert der Matrix A
darstellt, wird der Vektor « durch

v =(EE-A)"'bU
festgelegt und wir erhalten damit die inhomogene Losung
Xinh(t) = (EE — A)~'bUe*.

Man erkennt, diese Losung entsteht durch Multiplikation der Eingangsfunktion Ue&* mit
einer durch das Datenpaar [A, b] bedingten Konstanten. Das zeitliche Verhalten der Vektors
Xnn Wird geprigt durch die Funktion e¢?.

Hinweis

Es wird an dieser Stelle ausdriicklich festgehalten: Eine partikulidre Losung existiert
und kann auch berechnet werden, wenn die Konstante & gleich einem Eigenwert ist!
Sie besitzt aber nicht obige einfache und prignante Form (siehe Beispiel ,.linearer
Oszillator in Kap. 6)!



3.6 Eigenfunktionen

Die Gesamtlosung bekommen wir durch Superposition der einzelnen Losungen Xpom (t)
und X;,, (t):
x(t) = eAlnp + (EE — A)"'bUe . (3.15)

Die AusgangsgroBe y(t) errechnet sich damit in einfacher Weise zu

y(t) =cTePn + [cT(EE — A)"'b + dJUes. (3.16)

Es soll nun auf die Struktur der abgeleiteten Beziehungen eingegangen werden. Der Zustand
x(t) nach Gleichung (3.15) bzw. die AusgangsgroBe y(¢) nach Gleichung (3.16) enthalten
jeweils zwei additiv zusammenhingende Anteile, die das zeitliche Verhalten prigen. Der
erste Anteil wird durch die Transitionsmatrix, also durch die Eigendynamik des Systems
festgelegt. Das Verhalten des zweiten Terms wird durch die spezielle Eingangsfunktion U e¢?
gestaltet. Man nennt diese besondere Eingangsfunktion, die sich in jeder Zustandsvariablen
,reproduziert”, eine Eigenfunktion des Systems.

Einfluss des Anfangzustands x,

Der konstante Vektor 1 kann aufgrund des vorgegebenen Wertes x fiir den Anfangszustand
x(to) mit Hilfe der Gleichung (3.15) festgelegt werden:

x(to) = xo = en + (EE — A)~'bUe™.
Er ergibt sich unmittelbar zu
n=e A" [xo — (EE — A) " 'bUe] . (3.17)
Damit erhalten wir unter Verwendung von (3.15) und (3.16) folgende Beziehungen fiir den
Zustandsvektor bzw. die Ausgangsgrofie :

x(t) = e2710) [xg — (EE — A)'bUe™] + (EE — A)~'bUe! (3.18)

y(t) = cTeAl71) [xg — (EE — A)'bUe™] + [¢"(EE — A)~'b + dJUe* (3.19)

3.6.3 Interpretation der Ubertragungsfunktion

Hochst bemerkenswert ist, dass in der Relation (3.16) fiir die Ausgangsgrofle der Fak-
tor [cT(€E — A)~'b + d], mit dem die Eigenfunktion multipliziert wird, dem Wert der
Ubertragungsfunktion des Systems (3.13)

G(s)=cl'(sE-A)"'b+d

an der Stelle s = £ gleich ist! Die Ausgangsgrofie kann damit in folgender priagnanter Form
angegeben werden:
y(t) =cePn + GEUS. (3.20)
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Weiters ist zu beachten, dass es immer moglich ist, einen Anfangszustand x( so anzu-
geben, dass die Konstante 1) gleich null wird. Man braucht nur in Gleichung (3.17) als
Anfangszustand den Wert

xo = (EE — A) " 'bUett (3.21)

zu wihlen. Dann ergibt sich die Ausgangsgrofie zu
y(t) = GEOUE.

Das bedeutet allerdings: Fiir EingangsgroBen der Form Ueé (und nur fiir diese!) entspricht
die Ubertragungsfunktion G(¢) dem ,,Quotienten von Ausgangs- zu EingangsgroBe® im
Zeitbereich (!). Dies erméglicht eine physikalische Interpretation des Begriffes Ubertra-
gungsfunktion, der fiir beliebige EingangsgroBen w(t) als ,,Quotient von Ausgangs- zu
Eingangsgrofie* im Bildbereich (!) eingefiihrt wurde.

3.6.4 Nullstellen der Ubertragungsfunktion

Wir erarbeiten nun eine Deutung fiir den Begriff Nullstellen der Ubertragungsfunktion
G(s). Zur Erinnerung: es sind diejenigen (komplexen, endlichen) Werte 3, bei denen G ()
den Wert null annimmt. Das hat wiederum zur Folge: Wenn als besondere Eingangsgrofie
die Eigenfunktion

u(t) =€, dh.U=1und¢ =0,

gewihlt wird, ergibt sich die Ausgangsgrofie mit Hilfe der Beziehung (3.20):
y(t) = cTerln + G(B)e”.
Da definitionsgemiB G(s = ) = 0 gilt, vereinfacht sich die Form der Ausgangsgrofe zu
y(t) = cTetln.

Mit anderen Worten: Das Zeitverhalten der AusgangsgroBe ist unabhdngig von dem der
gewihlten EingangsgroBle und wird ausschliefflich durch die Transitionsmatrix gepragt.
Wihlt man insbesondere gemifl Gleichung (3.17) den speziellen Anfangszustand

xo = (BE — A)"'bel’,

so ist die Ausgangsgrofle des Systems fiir alle Werte des Zeitparameters ¢ identisch null,
obwohl das System mit einer nichttrivialen Eingangsgrofe erregt wird!

3.6.5 Polstellen der Ubertragungsfunktion

Durch Betrachtung eines so genannten dualen Experiments kdnnen wir den Polen der
Ubertragungsfunktion eine Deutung geben. Hierbei wihlen wir die EingangsgroBe wu(t)
identisch null. Es liegt also ein freies System vor! Die Ausgangsgrofie lautet dann

y(t) = cTeAlt=tolx,,
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Wir wihlen jetzt einen Anfangszustand x auf einer Eigenrichtung des Systems, d.h. dieser
Anfangszustand entspricht einem Rechts-Eigenvektor zu einem Eigenwert A der System-
matrix A. Damit ist die zugehorige Losung (vgl. Kap. 2)

x(t) = xpe,

und die Ausgangsgrofie nimmt die Gestalt
y(t) = cTxpert=to) = yert

an. Das bedeutet, falls bei verschwindender Eingangsgrofle die Ausgangsgrofie einen durch
die Funktion Ye* exponentiell beschriebenen Verlauf zeigt, entspricht die Konstante A
einem Pol der Ubertragungsfunktion!

3.6.6 Frequenzgang

Ublicherweise wird der Begriff Frequenzgang mathematisch abstrakt als die Ubertragungs-
funktion G(s) auf der imaginidren Achse, d.h. G(s = jw), eingefithrt. Wir wollen hier
eine physikalische Deutung dieses Begriffes erarbeiten und betrachten ein (lineares und
zeitinvariantes) Ubertragungssystem, wobei wir voraussetzen, dass alle Eigenwerte der
Systemmatrix A einen negativen Realteil besitzen. Als Eingangsgrofie verwenden wir die
Eigenfunktion

u(t) =Ue’™,  dh. & =jQ.

Es werden harmonische Schwingungen der festen Frequenz w = ) und der Amplitude
U betrachtet. Die GroBen €2 und U sind reelle Konstanten. Wir interessieren uns fiir das
Systemverhalten im eingeschwungenen Zustand.

Hierzu wihlen wir den Anfangszeitpunkt £y — —oo und ermitteln die Werte des Zustands-
vektors x(t) und der AusgangsgroBe y(t) zu einem (endlichen) Wert des Zeitparameters ¢.
Aufgrund der Lage aller Eigenwerte s; der Systemmatrix erfolgt ein Abklingen aller auf-
tretenden Exponentialfunktionen €% (*~*0) und zwangsliufig auch der Transitionsmatrix
eAlt—to) Damit wird das stationire Systemverhalten gemé8 (3.18) und (3.19) durch

x(t) = JOE - A)"'bU™  und  y(t) = GHQU
beschrieben.

Man setzt nun voraus: Die Ubertragungsfunktion Gi(s) ist eine gebrochen rationale Funk-
tion in s mit reellen (!) Koeffizienten. Letzteres hat zur Folge, dass die Zahlen G(5€2) und
G(—j9) konjugiert komplex sind. Die stationire Antwort y(t) auf die reelle Eingangs-
funktion

u(t) = U cos(t) = Re {Uejm} ,

d.h. auf eine harmonische Schwingung der Frequenz 2, ergibt sich mit Hilfe der abgelei-
teten Relation zu _
y(t) = Re {G(jQ)Uejm} .
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Durch Benutzung der iiblichen Schreibweise erhalten wir letztlich
y(t) = |G(GQ)| U cos(QU + ), (3.22)

wobei mit ¢ der Winkel der komplexen Zahl G (j€2) bezeichnet wurde. Also: im stationéren
Zustand ist die Ausgangsgrofie eine harmonische Schwingung mit der gleichen Frequenz
wie die Eingangsschwingung. Thre Amplitude betriigt |G(j2)| U, deren Phasenverschie-
bung beziiglich der Eingangsfunktion ist gleich

v =arc{G(N)}. (3.23)

Genau auf dieser Erkenntnis beruht die prinzipielle Vorgehensweise zur messtechnischen
Erfassung des Frequenzganges. Man schaltet eine harmonische Schwingung einer bestimm-
ten Amplitude und Frequenz auf ein System und wartet auf das Abklingen der Einschwing-
vorgidnge. Im Anschluss daran werden die Amplitude der Ausgangsschwingung und deren
Phasenverschiebung gegen die Eingangsschwingung gemessen. Dieses wird fiir verschie-
dene Frequenzwerte wiederholt. (Die Realisierung dieses Konzeptes in der Praxis gestaltet
sich allerdings komplizierter.) Das Resultat ist die quantitative Erfassung des Systemver-
haltens entweder als Tabelle mit Werten fiir den Betrag und den Winkel des Frequenzgangs
G(jw) oder als Ortskurve G(jw) in der komplexen Ebene.

3.6.7 Beispiele

Beispiel: Wir betrachten ein System mit der Ubertragungsfunktion

1
G(S): s+1

und wihlen bei verschwindendem Anfangszustand folgende harmonische Eingangsgrofie:

u(t) = sinwet mit wy = 1rads™ .
Gesucht ist der Zeitverlauf y(t) fiir ¢ > 0.
Wir ermitteln den Verlauf der AusgangsgroBe y(¢) mit Hilfe der Laplace-Transformation.
Es gilt allgemein:
y(s) = G(s)u(s).
Die Laplace-Transformierte der Eingangsgrofie lautet:

u(s) =

wo - 1
s2+w? 8241

Damit ergibt sich fiir Laplace-Transformierte die Ausgangsgrofie

y(s) = ———"

s+1s2+1"
Eine Partialbruchzerlegung ergibt den Ausdruck:

1 1 +1 1—s
2s+1 2s2+1

11 +1 1 s
To2s+1 2\s241 s241)°

y(s) =
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Die Riicktransformation liefert die gesuchte Ausgangsgrofie
1 1 1 1
—e '+ = (sint — cost) = §e_t + —sin(t — z).

y(t) =5 3 7 1

Man erkennt, dass im eingeschwungenen Zustand gilt:

y(t) = % sin(t — %)

Letzteres Ergebnis konnen wir mit Hilfe des Frequenzganges erhalten. Im eingeschwun-
genen Zustand gilt:

y(t) = |G (Jwo)| sin (wot + arc {G(jwo)}) .
Durch einfaches Einsetzen erhilt man unmittelbar aus der komplexen Zahl

. 1 1 _

die Amplitude und die Phasenverschiebung der Ausgangsgrofe:

5!

G (1) = % und_are {G(j1)} =~ 7.

Beispiel (,,RC-Netzwerk”, Fortsetzung): Auf das System mit der Ubertragungsfunk-

tion
4

S PR TP

wird zum Zeitpunkt ¢y = 0 die harmonische Eingangsgrofie
u(t) = sinwpt

aufgeschaltet. Hierbei betriigt wy = 1rads~—!. Gesucht wird der Verlauf der AusgangsgroBe
y(t) im eingeschwungenen Zustand. Mit Hilfe von (3.22) und (3.23) ergibt sich:

y(t) = |G (jwo)| sin (wot + arc {G(jwo)}) -

Im vorliegenden Fall gilt unter der Annahme wy = 1 rads™?!

|G (j1)| = und arc{G(j1)} = —59°.

4
V34
Obige Werte konnen mit Hilfe der in Abb. 3.6 dargestellten Bode-Diagramme verifiziert
werden.* Aus Abb. 3.7 ist der Verlauf der AusgangsgroBe fiir Werte ¢ > 0 ersichtlich. Man
erkennt, dass sich nach Abklingen des Einschwingvorganges obiger harmonischer Verlauf
einstellt.

4 Hierbei ist zu beachten, dass der Betrag von G(jw) in dB angegeben wird, d.h.
|G(jw)lap = 20log|G(jw)]-
Siehe auch Kap. 16.
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